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Questions de cours

Compléments sur les séries

Exercice 1 - Séries a termes réels positifs (solution <)
1. Enoncer précisément la régle de D’ ALEMBERT sur les séries a termes réels positifs.
2. Ecrire la formule de STIRLING.
3. Démontrer a I'aide d’une comparaison série-intégrale I’équivalent suivant :

n

1
5 In(n).
k=1

Exercice 2 - Séries alternées (solution <3)
1. Enoncer la définition d’une série alternée et en donner un exemple.

2. Enoncer et démontrer le théoréme spécial des séries alternées.

Exercice 3 - Produit de CAUCHY (solution <)
1. Enoncer la définition du produit de CAUCHY de deux séries Y, u, et Y. v,.

2. Donner une condition suffisante sur deux séries ) u, et > v, pour que leur produit de
CAUCHY converge.

3. Montrer que le produit de CAUCHY de ) (_l)n, qu’on admet convergente, avec elle-

n n
méme est une série grossiérement divergente. Cela contredit-il la condition énoncée a la

question précédente ?

Compléments d’algébre
Exercice 4 - Sommes d’espaces vectoriels (solution <)
Soit E/ un espace vectoriel, k € N* et F}, ..., F} des sous-espaces vectoriels de E.

1. Donner la définition de la somme de F}, F, ..., F}. Est-ce un sous-espace vectoriel de E'7
Que veut dire « Fi, ..., F} sont en somme directe » ?

2. On suppose dorénavant que les F; pour i € [[1, k] sont de dimension finie, et on note pour
tout i € [1,k], B; une base de F;. Exhiber une famille génératrice de Zle Fi. A quelle
condition cette famille en est-elle une base?

3. Peut-on majorer la dimension de Zle F; 7 Si oui, le démontrer. Que peut-on dire si cette
somme est directe ? Le démontrer également.

Exercice 5 - Déterminant de VANDERMONDE (solution <)
Définir les matrices de VANDERMONDE et calculer leurs déterminants.

Compléments sur les séries
*7¢1¥ Exercice 6 - Etudes de séries (solution <)

Déterminer la nature des séries suivantes :



LY 32 3 ()’

neN® neN neN* \/ﬁ

Wivve Exercice 7 - Une série presque alternée (solution <)
Soit a > 0
1. Pour quelles valeurs de « la série de terme général u,, = (713: - (n > 1) converge?

% (n > 2) converge ?

2. Pour quelles valeurs de « la série de terme général u,, =

Yrivve Exercice 8 - Reconnaitre un produit de CAUCHY (solution <)
On consideére la série ) w, de terme général

1 8k

Vn e N* w, = — Y —.

n e , W on A
k=0

1. Montrer que la série ) w, converge.

2. Exprimer w, comme le terme général d’'un produit de CAUCHY de deux séries classiques.
En déduire la valeur de la somme 37 w,.

Révisions d’analyse

Wiy Exercice 9 - ROLLE itéré (solution <)
Soit n € N* et f € C"([a, b],R).
1. On suppose que f s’annule en n+ 1 points distincts de [a, b]. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b
tel que f™(c) = 0.
2. On suppose que f(b) = 0 et que toutes les dérivées k-iémes avec k € [0,n — 1] de f

s’annulent en a. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que f™(c) = 0.

3. Soit P un polynome réel. Montrer que 1’équation P(x) = X n’admet qu’un nombre fini de

solutions sur [1, +o0l.

Wiy Exercice 10 - Raccordement C* (solution <)
On considére la fonction f : R — R définie par

f(q;)—{o 1 siz <0

ez six>0.

1. Apres avoir justifié que f est C>° sur R7, montrer que pour tout n € N, il existe P,, @, €
R[X] tels que pour tout z € R¥,

1 P,(x)
Qn(z)

2. Montrer que f est C* sur R. Que valent les dérivées de f en 07

f" (@) = e



Révisions d’algebre

Wi dr Exercice 11 - Une matrice de TOEPLITZ (solution <)
Soit a € R7.. Pour tout n € N, on définit la matrice

a a 0 0 ... 0
—a a a 0 ... 0
0O —a a a ... 0
T, = . ) ) ) .
0 .o—a a a
0 0 0 —a a

On note, pour tout n € N, A, = det(7,).

1. Pour tout n € N, exprimer A, .5 en fonction de A,, et A, 1.
2. Justifier pourquoi 7,, est inversible.

3. On admet que les solutions de la suite récurrence linéaire u,, o = at,, + a*u, sont de la
forme

a® (Ag" + ")
oll ¢ et 1) sont les deux racines réelles du polynéome X? — X — 1 avec ¢ > 9, et A\, u € R.
Donner un formule explicite pour A,, (en fonction uniquement de a, ¢ et ).



Solution des exercices

Solution 1 - Séries a termes réels positifs (7 exercice)

1. Régle de D’ALEMBERT : Soit (uy,)nen € (R+)N. On suppose que cette suite est a termes
non nuls a partir d’un certain rang ny € N et que la limite

. Unp+1
lim

n—-+o0o Unp,
n>ng

existe et vaut [ € Ry U {4o0}. Alors :
e Sil>1, lasérie ) wu, converge,
e Sil<1,lasérie ) u, diverge grossiérement.

2. La formule de STIRLING donne I’équivalent suivant pour la suite (n!),en :

n n
nl ~ (—) 27n.
+o0o \ €

3. La fonction f:z € R} — % € RY est positive, décroissante et continue. Par le théoréme
de comparaison séries-intégrales, on a I’encadrement suivant pour tout n € N* :

[ swar < gﬂk) < [y

c’est-a-dire

Si n > 2, on obtient en divisant par In(n) :

n(n+1) —In(2) _ Yo, 3
In(n) = In(n) —

Par croissance comparée, le membre de gauche de la premiére inégalité tend vers 1 lorsque
n tend vers +00. On a donc par le théoréme des gendarmes :

Ainsi, on a bien ’équivalent




Solution 2 - Séries alternées (£r exercice)

1. Soit (uy)nen € RY. On dit que la série Y, u, est alternée si pour tout n € N, u, 41 < 0
(autrement dit, u, et w,,; sont de signes opposés). Un exemple de série alternée est la
série ) (—a)” ot a € R.

2. Théoréme spécial des séries alternées : Soit ) | u, une série alternée. Si la suite (|uy,|),, est
décroissante et tend vers 0, alors la série ) u, converge et pour tout n € N, en notant
R, = ZZ:;LH uy le reste de rang n, on a :

o Ryu,y1 > 0 (le signe de R, est le méme que celui de wu,.1),

o |Bn| < fupsl.
Preuve : Si uy = 0, alors par décroissance de la suite (|uy|)n, la série ) u, est la série
nulle, qui vérifie bien le résultat. De plus, quitte a considérer la série ) —u,, on peut
supposer que ug > 0. En particulier, les termes pairs us,, sont positifs et les termes impairs
Ugn 41 sont négatifs pour tout n € N. On définit les sommes partielles

n
Sn: E U
k=0

et on pose P = (S2,)nen €t I = (S2,11)nen les sous-suites obtenues en ne gardant respec-
tivement que les termes pairs et impairs de la suite des sommes partielles.

On a, sin € N, Sy41) — S2n = Ugpy2 + Uzpg1. Comme
Uopiz > 0, Ugpyr <0 et |ugnio| < |ugnia],

alors So(n41) — S2n < 0. Donc la suite P est décroissante. De méme, on montre que la
suite I est croissante. Enfin, on a pour tout n € N,

Son = Song1 = —Upy1 >0 et —uyp —— 0.
n—-+0o00

Par le théoréme des suites adjacentes, les deux suites P et I convergent vers une méme
limite notée S € R, et on a de plus pour tout n € N, Sy, > S et 9,11 < S.

En particulier, la suite compléte (.S,,),, converge (car on peut montrer que S est sa seule

valeur d’adhérence par exemple). Ceci montre que |la série > u, converge |

De plus, on a pour tout n € N, R, = S — S,,. En particulier, Ry, < 0 donc a le méme
signe que ug, 11, €t Ro,yr1 > 0 donc a le méme signe que ug,10. On a donc quelque soit
n €N, ‘Rn est du méme signe que u,11 ‘

Enfin, sin € N, on a

0> Rop = Ropy1 +Uopyr > Ugpr1 et 0 < Roppg = Ropgo + Usngo < Ugpyo.

Donc pour tout n € N, on a | |R,| < |upqq] |

Solution 3 - Produit de CAUCHY (£ exercice)

1. Produit de CAUCHY : Soient ) _u, et Y v, deux séries (a valeurs réelles ou com-
plexes). Le produit de CAUCHY de ces deux séries est la série ) ¢, ol le terme général
est




2. Théoréme de convergence des produits de CAUCHY : Soient ) wu, et > v, deux sé-
ries absolument convergentes. Alors leur produit de CAUCHY est une série absolument
convergente, et on a de plus 1’égalité

3. Le terme général du produit de CAUCHY de la série (?/1%” avec elle-méme est

S DD s ]
Y S P brer)

Cp =

(les sommes sont indexées de 1 & n — 1 car le terme d’ordre 0 de la série ) (?/1%71 est nul

par convention)
Or,sin € N*et k € [1,n], on a k(n — k) < (n— 1) Ainsi, on a

n—1 1 n—1 1 n—1
| = — > = =1.
k=1 k=1

Le terme général de la série ) ¢, ne tendant pas vers zéro, cette série diverge grossiére-
ment.

’Ceci ne contredit pas le résultat énoncé a la question précédente|, puisque la série

> % est convergente mais pas absolument convergente.

L’hypothése « absolument convergente » est donc cruciale pour cet énoncé, puisqu’on
vient de voir que |le produit de CAUCHY de deux séries convergentes n’est pas toujours

une série convergente |.

Solution 4 - Sommes d’espaces vectoriels (£7 exercice)

1. On définit la somme des F;, i € [1, k], comme étant le sous-ensemble suivant de E :

k
i=1

Il s’agit d’un sous-espace vectoriel de E. On dit que cette somme est directe si

V(fi,. s fe) € XX Fy, it o+ fr=0p& fi=-=fr=0p
et on la note alors i
Pr=re - ok
i=1
2. La famille B obtenue en concaténant les familles By, ..., By est une famille génératrice de
Zle F;. De plus, les F;, ¢ € [1,k] sont en somme directe, si et seulement si B est une

base de S | F}.

3. Oui, on a l'inégalité



Démontrons-le :

de Zle F;. Or, par construction, elle est de cardinal

n k
Bl = Y218 = 3 dim(F).
=1

i=1

d’aprés la question précédente, la famille B est une famille génératrice

La deuxiéme égalité étant vraie car chaque B; est une base de F; pour i € [1,k]. En

particulier, on a

k k
dim (Z F> <|Bl =) dim(F)|
=1 =1

Si on suppose de plus que cette somme est directe, alors on a égalité dans 'inégalité
précédente. En effet, on sait que dans ce cas B est une base de @le F;, donc

dim (@ F) — |B| = Zdim(ﬂ) :

Solution 5 - Déterminant de VANDERMONDE (£? exercice)

Soit n € N* et xq, ..

Calculons le déterminant de V(zq, ...,

X1, ..., Ty, et noté V(xy, ...,
1 1
Ty X2
2 2
V=| 21 Ly
n—1 n—1
L1 Lo

., T, € K. La matrice de VANDERMONDE relative a x4, . .

1 1 1
X X2 T
2 2 2
,Tg) = xrq 3 Ty,
n—1 n—1 n—1
Ly Ty T,

x). On note V. =V (xy,..

1 1 0
Tn X1 To — I
2 2 2 2
Ty = Ty Ty — X9
. Ci+C;—C1
: 122 :
n—1 n—1 n—1 n—1
L Ty Ly I

En développant par rapport a la premiére ligne, on a alors

To — T1 Ty — I
x2 — a2 . x2 —z?
2 1 n 1
V =
D U L

On factorise chaque colonne par son premier terme : on obtient

1 1

ZE2+1’1 (IIn—FZEl

n—2 n—2

k_n—2—k k_n—2—k
E Loy E LpTy
k=0 k=0

., T, est la matrice

xy), appelé déterminant de VANDERMONDE relatif &
., Tx) pour simplifier.

0
Ty — X1
x2 —x?
n—1 n—1
n T T




1 1
. To + I1 T, + T
[l -
=2 n—3
B 2 k 3—k 2 k 3—k
+x1§ Tox|” ox —i—xlg Tyxy”
k=0

On applique pour tout i € [2,n — 1] 'opération L; < L; — x1L;_ :

1 1
" To ... Tn n
||xj—x1 : : = ”xj—xl V(zg, ..., xp).
i=2 : ‘ i=2
n—2 n—2
.172 xn

En itérant, on obtient alors

V= ij—$1 ij—xQ V(zs,..., )
j=2 =

n n
— H»’Uj_ajl H;cj—:cz ij—fn—l V(Z‘n)

j=2 j=3 Jj=n 1
n—1 n
_l’_
1<i<j<n

Solution 6 - Etudes de séries (» exercice)
1. On compare le terme général avec une série de RIEMANN. On a

_n+2 n—2
VneN nn~2n =n2m =n

N
3=

Sin > 2, alors

M\)—‘
:\H
N'—'

>nt — +00.

n——+o00

: N P P _nt2 ..
Donc par comparaison a une série de RIEMANN, |la série ) . n~ 2z diverge|.

2. La valeur absolue du terme général est 27" pour tout n € N. Ainsi, la série des valeurs
absolues du terme général est une série géométrique de raison 27!, qui converge. Donc

. 2n
la série >, Cos‘z(n ) est absolument convergente |, donc convergente.

3. Il s’agit d’une série alternée, puisque pour tout n € N* ) > 0. On cherche donc a
appliquer le théoréme spécial des séries alternées. On note pour tout n € N*,

_ In(n)?

Up = NG

Par croissance comparée, on sait que uw,, — 0.
n—-+00




Mais la suite (u,), n’est pas décroissante, puisque u; = 0 et uy > 0. On cherche donc a
savoir s’il existe un rang ng a partir duquel cette suite est décroissante. On étudie donc
les variations de la fonction
In(z)?

Nk
Cette fonction est dérivable (méme de classe C*°) sur R¥ comme quotient de deux fonc-
tions dérivables. On a pour tout z € R :

f:xeRl —

B 32 In(z)*Vx — ln(x)“?’ﬁ5 ~ 6In(z)? — In(x)?
B x B 3z\/x '

Le dénominateur étant positif pour tout x € Ry, on a

f'(x)

f'(x) >0« 6In(z)* — In(x)® > 0 < 61n(x)? > In(z)>.
Siz > 1, on a alors In(z) > 0 et donc
f(r) >0<6>In(r) <z <.

En particulier, f’(z) < 0 pour tout z > €% donc f est décroissante sur [e%, +oo. Ceci
montre que la suite (u,), est décroissante a partir de ng = [¢%]*

On peut donc appliquer le théoréme spécial des séries alternées pour conclure que la série

EHGN*(—l)”% converge |.

Solution 7 - Une série presque alternée (2 exercice)

1. La suite (n™), est positive, décroissante et tend vers 0. Par le théoréme spécial des séries

alternées, la série »_ u, ‘converge pour tout a > 0 ‘

2. Ici, on ne peut pas appliquer le théoréme spécial des séries alternées puisque la suite
(|un|)n n’est pas décroissante en général. On écrit alors un développement asymptotique

de u,, : X )
_ =D 1 _ = 1 1
s e 1y (—=1)"n=o oo n o o\ )

Un

Ve
Wn,

Par la question précédente, la série de terme général v,, converge pour toute valeur de a.
Comme u,, = v,, + Wy, alors les séries Y wu, et > w, ont la méme nature. Il suffit donc
de voir pour quelles valeurs de « la série ) w, converge.

La série ) w, a son terme général équivalent au terme général de la série de Riemann

n- ui A term iti ui converge si ulement si 2« . Par éorem
L est a terme positif, et converge si et seulement si 2ac > 1. Par le théoréme
d’équivalence de séries, on en déduit que la série ) | w,, converge si et seulement si 2ac > 1.

Ainsi, |la série Y, u, converge si et seulement si @ > 3 |.

Solution 8 - Reconnaitre un produit de CAUCHY (£ exercice)

1. La suite (Zzzo %) est la suite des sommes partielles de la série définissant 'expo-
/n

nentielle de 8, qui converge donc vers e®. En particulier, cette suite est bornée. Plus
précisément, comme cette suite est croissante, alors elle est bornée entre 0 et e®.

1. Ce n’est pas demandé, mais pour information, ng = 404.

10



Alinsi, on a pour tout n € N* :

1 -8 1
0<w,=—9Y» — < —¢.
=" on k! — 2n
k=0
Or, la série ) ¢ 2—n converge, il s’agit d’'un multiple d’une série géométrique de raison

5 < 1. Donc par comparaison de séries & termes positifs, |la série > w,, converge |.

2. On a pour tout n € N*,

On force un terme dépendant de n — k & apparaitre :

"1 18 I 1 4k
=D R T A E

On reconnalt maintenant le terme général du produit de CAUCHY des séries Zn 5 et

Zn k, Ces deux séries classiques (géométrique et exponentielle) sont convergentes, et
leurs sommes valent

+C>01 1 +°O4k A
— = =2; —=c.

n _ 1 |
—~ 2 1—3 —~ k!

Ainsi, la somme de la série ) w,, est :

+oo
E w,, = 2.
n=0

Solution 9 - ROLLE itéré (£ exercice)

1. On procéde par récurrence sur n € N*. Si n = 1, alors il existe u,v € [a,b] tels que u < v
et f(u) = f(v) = 0. Par le théoréeme de ROLLE, il existe ¢ €|u, v[C]a, b] tel que f'(c) =
D’ou l'initialisation.

Supposons maintenant que le résultat est vrai au rang n pour toute fonction g de classe C™
sur [a, b] s’annulant n fois sur [a, b]. Soit f soit de classe C"*! qui s’annule en n + 2 points
distincts de [a, b], qu'on note ug < u; < --+ < U, < Up41. En appliquant le théoréme de
ROLLE & f et sur chaque intervalle [u;, u;11] pour 0 < i < n, on obtient qu'il existe dans
chaque intervalle |u;, u;41[ un point v; tel que f'(v;) = 0.

En particulier, on a a < vg < v; < --+ < v, < b. Donc f’ est une fonction de classe C" sur
la, b] qui s’annule en n + 1 points distincts de [a, b]. Par hypothése de récurrence, il existe
c €la, b[ tel que ()™ (c) =0, et donc f+1)(c) = 0. D’out I'hérédite.

On a montré par récurrence l'existence de | c €la, b tel que f™(c) =0,

2. On procéde une fois de plus par récurrence sur n € N*. Sin =1, on a f(a) = f(b) = 0.
Par le théoréme de ROLLE, on obtient qu'il existe ¢ €]a,b[ tel que f'(¢) = 0. D’ou
I'initialisation.

Supposons maintenant le résultat pour toute fonction g de classe C" sur [u,v] vérifiant

g(v) = 0 et g (u) = 0 pour tout k € [1,n — 1]. Soit f une fonction de classe C"*1 sur

[a, D] telle que f(b) = 0 et pour tout k € [0,n], f*)(a) = 0. En appliquant le théoréme

de ROLLE & f entre a et b, on obtient qu'il existe ¢ €la, b] tel que f’(¢) = 0. On applique

alors I'hypothése de récurrence sur f’ et sur le segment [a,c]. On obtient qu’il existe
€la, c[Cla, b[ tel que (f')™(c) = 0, donc f*+(c) = 0. D’ott I'hérédité.

Finalement, on a montré qu'il existe | ¢ €]a, b[ tel que f™(c) =0]|.

11



3. On pose pour tout = € [1,+o0[, g(x) = P(x) — % On a que g est une fonction de classe
C> sur [1,4+o00[. On montre que g s’annule un nombre fini de fois.
Sin = deg(P) + 1, alors P™ = 0 et donc g (z) = (—1)"-2+ (les dérivées successives
de © — % sont & connaitre ou & savoir retrouver rapidement!). En particulier, g™ ne

s’annule pas. Par la premiére question, ceci implique que g s’annule au plus n fois sur

[1,400[. Donc |I'équation P(z) = L n’admet qu'un nombre fini de solutions | (au plus le
degré de P).
En particulier, ¢

Solution 10 - Raccordement C*™ ({7 exercice)

1. Sur R, on a f(z) = e~x. Par composition de fonctions usuelles, | f est C* sur R |.

On montre le résultat par récurrence sur n € N. Si n = 0, alors le résultat est clair

Py=Qo=1.

Soit n € N. Supposons qu'il existe P,, @, € R[X] tels que pour tout € R, fM(x) =

S:((z))e_%. On calcule f+1) .

= Ri? f(n+1)<$) _ i <Pn(x) 6i> _ PA(ZL’)QR(I) — Pn(x>Q;1(x) 67% + Pn(x) iefi_
dr \ Qn(z) Qn(z)? Qn(x) 22

On pose alors
Pn+1 - (PTILQn - PnQ;z) X2 + ann et Qn-i—l - Qin

On a P,i1,@Qnt1 € R[X] et pour tout € RY, foH) (z) = %e’%. D’ou I’hérédité.

Ainsi, on a montré par récurrence qu’il existe P,, @, € R[X] tels que pour tout z € R*

_1 Py(z)

M(z) =e = )
() 0n(@)

2. Comme f est identiquement nulle sur R_, elle est de classe C* sur R_. Pour montrer que
f est de classe C*™ sur R, il faut montrer que toutes les dérivées de f sont continues en 0
pour pouvoir faire le raccordement.

Soit n € N. On montre que f™ (définie sur R*) se prolonge par continuité en 0. On
calcule les limites a gauche et a droite en O :

e Limite a gauche : f est identiquement nulle sur R* donc f™(x) — 0.
z—0~

Pp(z)

1
e Par

e Limite a droite : on sait qu'il existe P,, @, € R[X] tels que f™(z) =
croissance comparée, on a

(n)

Ainsi, £ est bien continue en 0, donc sur R. Ceci étant vrai pour tout n € N, alors
’f est de classe C* sur R ‘

Par ailleurs, on a |pour tout n € N, f((0) =0/,
Remarque : La fonction f admet toutes ses dérivées en 0 nulles, mais devient non nulle pour

x > 0. Ce phénomene montre par exemple que f n’est pas somme de sa série de TAYLOR en 0
sur un voisinage de 0.
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Solution 11 - Une matrice de TOEPLITZ (£ exercice)

1. On développe par rapport a la premiére colonne, puis par rapport a la premiére ligne. On

obtient :
a a O 0 a 0 0 0
—a a 0 0 —a 0
0 . —a a a : . —a a a
0 0 0 —a a 0O ... 0 —a a

On a donc une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 :

Vn €N, Apio =al, g +d’A, |

2. On calcule Ag et A :
Ag=1>0 et Aj=lal=a>0.

Ainsi, par une récurrence immédiate, on a d’aprés la question précédente que pour
tout n € N, A,,» > 0. Donc en particulier, pour tout n € N, A, # 0, et donc
T,, est inversible pour tout n € N ‘

3. L’énoncé nous dit qu’il existe A\, u € R tels que pour tout n € N,
Ap =a” (A" + ") .
On trouve les valeurs de A et p grace aux valeurs connues de Ag et Ay :
1:A0:a0(/\<p0—|—,u1/10) S 1=A+u

a=A1 =a(Ap+ ) S 1= dp+ .

_ 14+V5 _ 1-v5 N .
Or, p = 2 et ¢y = 1522 nous avons donc le systéme :
= 1+v5  1—-+vb6 = A+ A —
1= Xp + ) =X \/—+u v5 1=2TR 2R
2 2 2 2
Celui-ci se réécrit )
N
1=XA+p Abp=1 -
Atp A—p = I < v
1= ) A—p=— =1 -)\=_——"

Finalement, on a une formule explicite pour A,, pour tout n € N :

VneN, A, = % (¢n+1 B ¢n+1) ‘

Remarque : En fait, on a A, = a"Fpy1 pour tout n € N, ou F), est le n-iéme nombre de la suite
de FIBONACCI. En effet, la suite (%)n vérifie la relation de récurrence Upto = Unp41 + Uy €t ses
premaiers termes sont 1 et 1.

13



	Questions de cours
	Compléments sur les séries
	Compléments d'algèbre

	Exercices
	Compléments sur les séries
	Révisions d'analyse
	Révisions d'algèbre

	Solution des exercices

